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I. ~ntrtoducoibn. 
deran funciones f (x)  p-integrables en n que srtisfaaen 
para todo O <  Q <lo= a i h n ,  .ocn, siando B(x~,s)=\x/I~-x~;<Q)- 
Parece ser que las fbnciones con esta propiedad fixeron uti' 
lieadas por primera vee por C. Morrey en el estudio de regulari- 
dad de soluciones de a l m s  ecuaciones linedss en derivadas par- 
r ciales ( [g]). Postleriormente, 10s espacios formados por estss fun- 
Ti@. ciones fueron estudjiados con m6s detslle, principalmerite par S. w ~mpanato. Se 10s conoce ahora como llespacios . -  de w Morrey", 
I=, 
P; ; En este trabajo, se estudia una generalizscidn natural de 
T 
' d  os espacios de-lorrey. Consiste en reemplazar SX .en (1.1) por 
CY 
, I \~(x~,s)l q p ( f )  donde (e (t) es una funci6n no creciente positiva, 
.C- ' 
defbid~ en (0, qo], con (e (%)+a si t - 0, obtenigndose asi 
. r' 1 s  (n) . Corn es usual, ( ( indica la medida de Lebeaye. k7l 
'. + . b& 
;I A En 2. se dan definiciones equivalentes de 10s espacios de 
I 
Morrey generalizados y se estudian las primeras propiedades: es- 
tructura de espacio de Bansch, inclusiones de conjuntos y exten- 
si6n de funciones de M& (n ) a todo R".E~ particular, lo que se 
p r u e b ~  es que (1.1) es eguivalente a la estJimaci6n 
para cierta constante cg en C. 
Apareas asf M: (n) co- lurs adaptacibn del espacio M O  
de las f'unc5ones de oscilaci6a media aootada. 
Se sabe a partir de [I] que sn M& (n ) no puede esperarse 
. . UM acota~ibn de la funci6n de distriWci6n. Esto hace esperar, 1 
en al& sentido, un comportamiento patolegico de las funciones 
de idP (n) .En efecto, en 3. se demuestra con un contrae 9-10 is CQ 1 I
no exisf encia de un mo'dulo de aon-Uinuidad. 
Por otra parte se estudia en 4. la aaci6n de truncaciones 
? 
y de identidades aproximadas , 
En 5 ,  se estudia la adaidn s o W e  M: ((n de. la ihxinsformada 
de Riesz restringida a n , definids por S. Campanato en [33 . y 
k? se ven inclusiones del tipo de Sobolev, 
T 
En. 6. se extiende, bajo ciertas condiciones , e3 resultado ' 
de N, !l?rudinger sobre la integrabilidad exponencial de: las fun- I i 
ciones de L lvnoi(n ) , y adads se muestra pue la exponential de 
fuaaionee de id$ (n ) estd en sl& I$ (fit). 
En 7. se representa a 10s espacios de Morrey como d u d e s  
de c5ertos eapacios definidoa a partir de dtomos. 
Finalmente, en 8. se aplica lo anterior al estudio de ope- I 
- radores definidos a partir de funciones de M%. 
p o p i e d ~ d e s .  
F" Sea nc R~ abierto y &~t&.t lo,  Spi=di&atro de fl , O L A C ~ ,  
9# I C p c w  .Se define dl espacio. (le l o r r e g  IPS' ( fi) coma el canjunto\ 
de todns 18s funciones f (x)  ptqtegrables - 
. 
en fl para las cuales e- 
lr* 
xiste A=A(~) ) O  tal que 
. - 
V 
pra todo x0E -a ,o< S s Q O  7 dondo B(X$ )= { X ~ R ~ / \ ~ - ~ ~ \  (9 . 
Y&S generalmente, dado k ;p 0 ,  se dice pue f(x) h '9. E' ('n) 
Se '*tieae una genern~irtsci6n natural de esf os espacios cuan- 
do se reemplaza en (2.1) y (2.2). 3' por \ B(X o ,3 )I ~ ' ( Q I ; .  donde 
(e (t) es una funci61-1 real positiva definida en (0,3~1 no areciente. 
~ e & s t a  manera puedrrn definidas IU; (R) g. (n). % 
Si bien R" no es acotsdo, se pueden definir de la misma ma- 
nera y~& (Itn) y (R") tomando en (2.1) y ( 2.2) xoc R" r 9 > 0 
, k 
malquiera. En este casa 10s notaremos M& y 
Si se define 
resulta ser una.seminorma ( ~ i  f(x) es constante, 11 f dq!ktn) =O 10 
S i n e s  acotado se puade obtener a partir de ella una Loorma 
'que simplemente se notnrb \\ f \\ cumdo no se preste a confusiones. 
Con esta norma T , k  (n ) es tan espacio de Banach, 
Se observa inmediaCamente que L P ' ' ( , ~ )  desoribe a *(a) g. 
+ W e  ' 2 gvn(n ) es ma versi6n de BMo(n). 
S. Campannto [2] ha probado pue cumdo O <  < n, LP'(n) Y 
X 
. % (n) son equivalentes siempre qua n cumpla 
In n B(X 0 ,Q)\ 3 asn prt3 un B)O, para todo x o d 2  s Ss So I 
(2.3) 
~ambidn en este~caso vale la equivalencia: 
~roposici6n 2.1: Sea fl eon la propiedad (2 .31,  (t) tal 
3 
i)Existe O <  D ( 1 tal que (el@) s D @(t) , o c *  QS,. . I 
n P ii) (t) es no$ creciente y t q(t) es no decreciente en (o,SO] 
1 'm- Bajo eotas condiciones i: (n) y T,k (R) eSt61-1 f~rmados Par 
las mismas funciones, 
r Demostracibn: Una de las inclusiones es trivial y se cwnple sin a- , 
ponerle condiciones a 1s funci6n (e ( t) , pues 
- F 
La demostracidn de la otra inclusidn se bass errlas dog lemas 
siguientes cuya demostraci6n se e gge )ra en 121 . t 3  
Lemn 2.1:Sea.n ~(x)f Q1, , p*l, E un subconjunto de B(xo,~) que .se- 
rifica 
( E I  3 A P  
Existe una constante c(k,p,n,~) t8.l pue para toda n-upla 
Lemn 2 .2:,-Para todo xo E n , 0 C 3 6 9 o existe un Jnico polinomio 
que realiza el infimo en (2.2). 
Se llamar8. P~(x,x~,Q ) a1 polinomio ssociado a B(X~,~) y 8 a 
I 
Se prueba ahora la othg .:gnclusi6n, es decir qP (n)  C M' (n). (e ,k T 
. - como 
x-- 
? 
Sabiendo que f ( x ) ~  r(l$,k ( n) , 8610 resta acotar el segundo t8r- 
mino. Se tiene 
lo pue debe hacerse ahora es acoter cada uno de 10s t6rminos de 
la sum~toria por cf ' p P ( Q ) ,  con c no dependiendo de ~(x~,$).Para 
ello ssq acotan las derivadas del polinomio ~sociadcr a xo y cua1- 
quiera Bean x o € n  y O <  QQ?,. I 
Sea i entero positivo tal que Po/ 2i+1g 5 4 lo/ zi.~ntonces , i 
i 
. . 
. . 
* 
- 4 Ahora se acotan I, I1 y 11I.(La constante c que aparece frecuente- 
9 mente no tiene por qu6 ser siempre la misma) 
e 
Para I se aglica el lema 2.1: 
zOg)  $11 
T-T 
Intercalando f(x) en cada uno de 10s integrrurdos reeulta 
Usando i) se tiene 
Coma D(1 la sumatoria ests acotada independientemente de i, qus- 
A1 ser tn%P(t) no decreciente resulta 
11 < c U ~ I \  s -n/~-'d\ \ B ( ~ , ; P  ) \  l/pV(3) 
Finalmente, para el tercer t6rmino se tiene 
o(y sand 
(TT; agrorpuoa 37: u?~qwdq. om03 J S T ~  (a- d z =a ~0.3(3 a x d m  (%)a) 
uypun~ 8qS3 
V(u- Y)  o =(q ) 4 opuars ( u) $PI uoo apuodsasroo as 
4 u > r o 4  ( u) y 4 d I  ‘o!+aa~a rrg [z] ae ~?a+sam o!pwdmag enb opeqms 
-a3 Tap u 9 - p s z ~ p ~ a u a 8  e m  sa T*Z upjoysodo~d sq:~*z u9Toewasqo 
"C'Z 'y1;9ra 
b, 
-ysodo~d s~ spoqoad spanb oqsa uog ( u )  d~ 3 ( x ) ~  ox uoa 
0bservaci6n 2 ,z: Cuando (e ( t) es constante 6 -par lo tanto no cum- 
ple i) ) es (n):.= BMO (n). En este caso no es cierto el 
resultado anterior, es ' decir, no: es indistinto definir BMO(R ) con 
participacidn de constantes en el integrando o sin ellas, pues en 1 
Los espacios M; (fi) cumplen la siguiemte relaei6n de in- 
clusibn: 
- 
~ s t o .  se ve senc3llamente: Sea f (i) E ~5 (n) 
Por lo tanto f (x) e kIQ (n ) g ademb 
9' 
Si en el integrando se agregan polinomios se obtienen las mism~s 
relaciones de iaolusi6n para 10s (n). 
k 
L a s  funciones db. 3: (0 ) pueden ser extendidas trivialmen- 
te a todo R", cualquiera sea fl CR" acotado.En efecto, se tiene: 
~ r o ~ o s i ~ i 6 n  2.2: sea n c R~ acotado, (1) tsl que tn pP( t) es 
no decreciente en (0,m ). Bntonces, dada f(x) M: (n) 9 au ex- 
P tensldn fX("X) definida como aero fuera de n , pertenece3 a M p  . 
~emostracibn: Si, como siampre, so =-di& n ,se consideran va- 
rios casos: 
t 
i) Si X,E n y Q Qo,por p s m e c e r  f ( x )  s M: (R) ,se- tiene 
- 
\ , ( X  ax = \ \ i ( x ) l P  dx , II~\PIB(~~,S )\ (eP(3) 
B(xo,g B(xo,S n n 
iii)~i xo 6l-l y B(x,,') 6 $ , existe xl€ B(X 9 ,$)nfl. 
Si 3 < Q,, se tiene 
- - 
-11- 
Observacidn 2 3 : L a  proposicibn 2.2 sfgue siendo vdlida si se toma 
I 
mP (fl) en lugar deEUp (n). ~ambi6n incluye el caso &;"(n) 
cQ,k te 
para A 0.  La definicidn da B M O ( ~ ~ )  corn0 2 :**(a) e~ d s  res- 
tringida gue la gue aparace en [6] .Btl efecto, John y Kirenberg 
caracterisan ~ l b ~  (n ) como aquellas funciones localmenta integra- 
bles tal que pars todo B(YC~,~)C n edstle A > 0 no dependiente de 
x, y Q pus satisfacen 
? 
Para esta definicibn, e l  resultado anterior no es cierto. Basta ' 
observgr que logt pertenece a BMO(R+) per0 su extensidn como cero 
en t ,( 0 no pertenece a BMOo 
3. Blddulo de continuidad de las funciones de M\ (&. 
S . Campanato [2] mostrd que cuando n < n+p las .ftmciones de 
X (n) tienen un mddulo d e  continuidad, es decir, cumplen p.p 
en 
Este resultado se pueda generaliear para 10s espacios mt,* (fl) 
eiempre qua (Q (t) sea una funcidn no decreciente, (e (o)=o y 
(4 ( t/2) & BV( t) paw un O<B < 1, En tal caso se tiene. que para casi 
todo par x,y en n 
No ocurre lo mismo cuando se trabaja con una funcih  (t) que 
tiende a m en el origen, pu-es es posible construir una funcidn 
f(x) perteneciente a la$ tal que para cualguier constante c )  0, eris -
ten intervalos B, de medida arbitrariamente chica en 10s cuales 
Ci 
P- =, . I f(x) - f(y)l 3 c 
I, 
- - 
La funci6n f(x) es escalonada y estQ basada en la we apare- 
- ce en [l] . Pero dado que esta mi- funcidn ser6 usada mds adelan- 
te, es conveniente detallar-m construccidn. En un primer paso ae 
construye f(x)  en R, y a partir de all$ se obtiene una en R ~ :  
Sea a tal que (t) es no creciente en (0,al t qP(t) es nO 
decreciente en (O,a] y q(a)=l. Dentro de ese intervalo se toma 
una sucesidn (5) decreclen* hacia el origen tal que 
'C 
5-1 a Xk = a/zPk dando origenf a 10s intervalos J~=(%-%-~) . 
Cada interval0 % se subdivide en 2%-1 partes. De ellas nk son. 
de longitxi' Sk=a/ nk22pk y %-1 de longitud Ek= - ( \  ~d_a,/2*~~)/(r++l) 
Se define f(~)=2~-' en 10s intemrnlos de- longitud 6 y cero en 
otro caso. 
Esta funci6n claramente cumple con la desigualdad buscada.Falta 
determinar el valor de nk para que adernh pertenezca a M$ (0,~~) 
Debe verse que pars todo intervalo J C  ( 0 , ~ ~ )  se tiene 
Supongamos que J'CJk para k, y que ademas abnrca j &n&wz- 
' m-. v- 
10s de longitud Jk y j-R intervslos de longitud E ~ .  En este ceso 
debe obtenerse 
~(k-1) d IJI ceP(lr0 = (jXk + (j-1) Ek)qp(j 8, + (j-1) Ek 
a. I 4  E por su vaior reempla&do $ y 
I ~&a2' 2 ~ k  
a2-2pk- *p(k-1) ( ( a2 -2pk j N + (j-l)(  + 
'Lk 5 % !  nk 
S5mpli.f Tcando , queda 
Basta entonces encontrar % t a l  que 
Como ( t)--t ao cuando W 0 , es posible hallnr un 0 t r C a de 
pendiendo de k tal que para 1Lodo O <  t S  r se tiane qP(t)32 P( k-1) 
Si aj/%< r se tiene 18 desigualdad deseada. En el caso cont=rio, 
es decir aj/%) r, debe encontrarse % tal que 
Como (j-Il)j j crece con j bas- con probar 
a/=- ( ZP( k-l)-l) /(:2pk-1 ) 
Tomando % 3 se o w i e n e  lo deseado. 
1-(2pck-l)-1)/(2pk-1) 
Se supone ahora qua J eat$ eontenido en a X g b  interval0 de longi- 
tud &,. Debe verse qne 
o bien, como (e (t) es decrecientei 
. .. Pero esta es Ta desigpaldad (3,l) para jbl. 
Si G c J k  es cualquiem,se puede descomponer c m o .  
donde Jl y J2 son respectivmente, del primero y segundo tlipo ya 
- 
considerados y J 3 es parte de a l g h  interval0 de longitudkk. Se 
Per0 corn tat) es no decreciente s r  tiene la acotacidn deseada. 
1, S 
3 /( .XP (-WJ - (xjFX 
Y - 1  - &+e 
ualdm;, anb B 6 0 < 6 uapsrxa F opoq ssed a n b  ,~riq, 0  < o ma% 
-UWUa 8$S13q 'OTJaA SJBd* , 8P BmSOH ?tx i I Z B  (X)J E! & J ~ A u o ~  OU y-r -c 
e (XI- % ( x ) z  eeouoque ( p  &o)g ap eorpspegmaso uprams -1 s a  Fx TS 
yl XI 
q s aoauaqaad anb r 7 ~ 7 0  a& Y-r X :=(x)J uproung sr sod op 
om..e . ox ( ~ 6 0 ) x ( ~ u o ) = b  
-puoyenam~p-u oqna ~ a p  a q m d  ( u arsd* %x ue 
- 
spasnq n p r o u n ~  q X a u a r q q o  as ('Cx40) op aranj oyao omoo q p r a y  
- '1: 'b, q s a  opuaypnaqxa* ( x40 )  d~ 3 ( x ) ~  eab opszqsomap spanh oqsa uog 
QD 
osso oqsa q - ( * ~ ~ ~ ) = , , p  arsd a9r~autT3sa si aauagqo u q ~ * j  0x9s aroqg . 
n 
si'e(x) es una Punci&n d e  C ~ ( R  ) soportada en ~ ( 0 , l )  que 
I 
t o m  v a l o r e s  e n t r e  0 y 1 y adds )0(r) dx =1, se- def ine  
0 (x.)=j%((jx). No ee ciert-to en genera l  que b. * ej(x)- f(r) 5 
en ME o G d o  3--@ 0 . Se pmeba e s t o  con l a  funci6n f (x )  cons- 
b 
-ids en 3. aon 9 (t)= t 
- - 
y tomando in te rva loa  Jk de lon- 
gitml 2' plrA/(l-X)o Estos  i n t e rva los  s e  ditiden en 2%-1 WE=- 
- 
va los  de longlttud Sk y $ rlternadamente con Sk= ,-~k 2-~kX/( 1-A) 
(En wte caso a d ) .  El valoa-dm % e s t d  de&o por % 
cero ea o t r o  caso. 
Dado jo€ N,  debe. h a l l w s e  j ), jo y un in-bemslo I3 de longi-  
t ~ ~ d  3 t a l  que 
Se e l i g e  IS contenido en un i n % e m l o .  de longi tud  Ek , con e;l 
entremo izqu ie rdo  c o h  a rm int iemalo I& de longi tud Xk 
k 
*k-l 
c -  - A ,  . , - - - -  - - -  * 
I 
Fi jado j 3 jo sufioi.antemen.te grande, se. elige k de tal manera que 
para %ado xc % , y ) 1/23 mul* x-JIG Ig . En estas condiclones 
k 
@$cyl'ay\p ax &+y) d l P  2p(k-R) 3 = 
u23< Y S  mi 
3 
tonces debe cumplirse 2 ~ ' ~ ~ ' )  3 c 3'. Para ello debe s e r  . 
-p(k-'))l/(lJ-). ~ d e m d s  se wsaa 5<gk s $ , y; e s t o  pude 
1 -(2~(k-l)_~)/(2pk -1) 
1 /r 4 2  ~(k-l)~~)/(2~k-~) 
re "'once% basta ver W e  eS posible encontr~r c > 0 'Y q ~ e  
- _ 
- 7' 
. b' 
- .  
, . .  2 ~ ( ~ - ~ ) ( 2 ~ / r  -1) + 1 - Q p~(k-l) 
Y esto siempre es posible. 
Tampoco es cierto en general que las funciones de.dlg (n ) 
k. puedsn aproximarse par f t q d d e s  indef inidanent e derivables, y 8 - 
. - 
m&s a h ,  ni siquiera pdr ft&hiones continuas.$sto se puede ver 
l '" con un ejemplo simple en L P + ( ~ ) ,  Oth< n. En efecfo,dado xogn 
' y  s149 o td pue B ( X ~ , ~ ~ ) C ~  ,si se define p a r o x 5 n  
f (x)= I x-xo\ (A on) /P 
Xo ' I  
: ;;h.%: 6.. . -'& 
-PI \ p-1 ( -:. - I\ f-h\\, 2 ,r ;t. 
. - 
~alquiera sea la functbn h(x) continua en fi ., y siendo 
- 
/ \ x ( = I ~ .  
Para que ae c w l a  la afimacibn basta hkllar O C  Q<Q1 t d  
5 I (x)-h(x)\P ax 7/ 2 -pol 1 sn-l 5) B( xo, 
; 1  sea I= sup 
.. - -  .: - \h(~)\~. Bntonces 
i x c I3(xo,Q1) 
% B(xo,S ) 
b;. (snml( S' (2 -9  - X Q  n-x ,,.fi'. = 
- 'Tor lo tanto basta hallar 0 (3 < s1 tal. que 2-*-% 3 n-X >/ p - ~ l  y 
' _ I  
esto siempre es posible.Queda aai probada la afirmacibn. 
La e i ~ c i b n  csmbia si se considers el subconjunto tie M: : 
~ro~osici6n 4.1: Sea (e (t) no creciente tal que tn qP(t) es no 
decreciente .~ntonces: 
i)si f(x) E $ . entonces f- * 8 .(x) --+ f(x) en la norma de J 
M% cuando j--too . 
ii)si f(x)~ ill$ es aproximable por funciones derivaales de sopor- 
te compacto, entonces f ( x )  E 
'e 
~emostracibn: i) Dado 3 > 0 ,  E 7 0 
:-cy -
A I 1  
,*<: ' # - I 
1 . I  
~1 xo ,P l / j  N x 0  ,! 1 
l u / ~  \' E (If 11 3 (Q (9)  si j es auficientemente grande 
ii) S e w  3 >o, xoE If, E>O. Existe g(x)  .derfvabLe con soport& co-.. 
pacto;~hl  que (I f-g(4€/3 . Entonces 
Sea d > 1 tal que sop(g) c B(Q,Q-1) .Si se tom \ y \  c 1, entonces 
(4#1)  puede acotarse por 
.opaqoos iC opzayqa 3 u o$ux$uoo zaynbplrw aod Ux 
. - .-- - - -- - - - - - 
rod 8503t 88 (To*)' P >b JS 8 $p- 
. ($1 hdFg 3 a zod opspoad sponb (lo$) 
I 3-e~g SA\\ * - 
>)A\ opusmoq 'a%ueyoaaoap ou ee (-+)d'&n omoo 'p 4 oputan3 ' 
E h ( P ) b ,  
f decreoientq Ud (x) pertenecc a (n) 
to@ 
ii) SiYes no oreciente y exists g.) 0 t a l  que td-'e(t)l es M de- - 
f crecfente, U, ( x )  est6 amtsda a n n  . . 
~emosPrac,%&n: i) sea xoc n , Q 6 3 o /2. si se toma x E B(X~,~) nn 
se tiene - 
Se define para 0 Crb 3o 
~ ~ ~ ( ~ ~ ~ 2 3  )1ne(x,r) 
r 
I+, Cuando XEB(X,,~), vx(r).ee anaa para 0 S ~ $ Q  , Y a * o m e  
t, I 1, POI. obi1 Pv(r) cuando 9s r <  ~ntoncea, se tiene 
- 
S c.  \ f ( ~ ) l  &Y Ponvi(rl a r =  r w-n vx(FI[-'.' r = a- d 
n\~(x,,23) lxoYI 
90 
Como v,(r) es no decraciente y t * ~  (t) no creciente, se obtiene: 
. -  ,"I+, 
. De (5.1) Y (5,2) se obtienq i), 
ii) sea x E S1.   lam an do 
4-32 Como tqBE (t) es no 8ecreciente, existe el 1511 s m,(s) tan- 
/- s+ 0 
bid* la integral ' be1 seguna~ akembro. En consecuencia 

-- 
~emostreai6n de la~roposioi6a 5.2 : i) So -pone p S@ . Sea 
9 
- 0 i d<aO . Usando el lema (5.1) y la desigualdad de g&Ider, se 
*,-: 
$4 
Por otro .P lado, como B ,, ,(e P(t) no a m r e c ~  us&* 
h .  9. p o s i c i h  5 .I ii) se conclarn. ~ u e  
C ,iq :. 
, -25~ 
. . 
I ' 
Para estimar A(x), basta ver que de las  desigualdades que 
- 
Como tQ.ap(t) . , $ "  es no creciimte, resulfa qua t (pP( t)! no crece. 
-. &. 5 
~ntodcee usando. la progosi@.&dn 5.1 i) se concluye que A(X) ~erte- 
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